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誤り訂正符号は，符号化したデータを通信路を使って送信する時に発生する誤りを修正するといった，情報通
信における信頼性を確保するために不可欠な技術として発展してきた。歴史的には，1940 年代の Golay，
Hamming，Shannonらの研究に端を発しているが，近年さまざまな角度から研究がなされている。 
一般に符号(Code)Cは，いくつかの演算と性質を持つ要素(例えば数など)の集合である体（F）または環（R）
の元を n 個並べた“ベクトル”全体の集合 Fn，Rnの部分集合として定義される。これを使っていくつかの記号
の連なりであるメッセージ(記号列)を通信路によって伝送する時，まずそれぞれの記号またはある長さの部分記
号列を符号の元に変換する。この操作を符号化(Encoding)，変換後の C の各要素を符号語(Codeword)と呼ぶ。
また，符号語の長さnを符合長と呼ぶ。送られた符号語は復号化(Decoding)され，受信者は元のメッセージを得
ることが期待されるが，多くの場合さまざまな種類のノイズや物理的・人的要因によってエラーが生ずる可能性
ある。それらのエラーは，符号語中のある場所における値の変化として捉えられる。例えば符号語(001)が送信の
途中で(101)に変わったとすれば，第1成分にエラーが起こったことになる。これを識別するためには，符号が(101)
を含まないようにすれば良い。また，符号にある種の距離が入っていれば，その符号中で受信語(101)と最も近い
距離にある符号語を誤り訂正後の符号語とする。これは非常に単純な例であるが，各符号語がある一定の距離を
保って符号の中に存在していれば，誤り訂正が可能になる。 
ひとつの距離に対し，Cの相異なる要素間の距離の最小値(最小距離)d=d(C )は重要な値であり，Cの特性は符
号長nおよび符号に含まれる符号語の個数Mと共に[n,M,d]のように記述される。また，体上の符号が部分(ベク
トル)空間となっているときは，線形符号と呼び，その生成元の個数kを用いて[n,k,d]線形符号などと表す。 
誤り訂正符号理論における本来的な関心は，最小距離 d が大きく，より多くの要素を含む(つまり M または k
も大きい)符号で，“良い”符号化および復号化アルゴリズムを持つものを探すことであろう。n，M（またはk）
およびdの関係に関しては，限界式と呼ばれるいくつか式が知られており，符号の良し悪しの判定に用いられる。 
このような見地から，現在までさまざまな種類の誤り訂正符号が発見され，そのいくつかは実用に供している。
例えば，q 個の要素からなる有限体 Fq 上の 1 変数多項式環 Fq[x]の元を用いて定義される線形符号である
Reed-Solomon 符号は，Singleton の限界式 d≦n‐k+1 において等号を満たし，DVD や衛星通信などにも使わ
れている。またq =2mとし，巡回符号となるような場合を考えることによって，0と1からなる2元符号で最小
距離がある程度大きな線形符号(BCH符号)を得ることができる。このように線形符号に対しては，数学的な扱い
がしやすく，さまざまな理論や定理が適応可能である。 
線形でない符号に対しては，数学における一般論が適応しにくいが，現実にはNordstrom-Robinson，Kerdock，
Preparata，Goethals，Delsarte-Goethals，などと呼ばれるいくつかの非線形2元符号が知られており，符号理
論において重要な符号とみなされている。またそれらの符号の間には興味深い関係があり，それ自身研究者の関
心を引いていたが，1994年にR. Hammons et al. はこれらの非線形な符号と整数の4による剰余環Z4=Z/4Z上
の(部分加群として)“線形”符号との関係を示した。ここで使われている写像はGray mapと呼ばれる非線形写
像であり，Z4におけるLee distanceを２元符号におけるHamming distanceに移す。彼らの仕事以降，整数m
による剰余環上の符号に関心が集まり，1996年にはP. GaboritがZ4およびFq+uFq(uはFqと可換でu2=0を満
たす元)上のある種の線形自己双対(Self-dual)符号がいくつあるかを表す Mass Formula を与えた。ここで,自己
双対とは，符号Cの全ての符号語とのEuclid内積が0になるベクトル全体(双対符号C⊥)が自分自身と一致する
ことを言う。Mass Formula はそれ自体興味ある対象であるが，線形自己双対符号の分類に活用でき，実際
Gaboritは特別な場合に同値類の個数を計算している。 
線形自己双対符号は，数学的な理論の幅広い応用が可能なさまざまな性質を持っている。特に，重さを次数と
し，その重さを持つ符号語の個数を係数とする多項式(Weight enumerator)に関するGleasonの定理(1970)が有
名である。これはF2上の線形符号で各符号語自身の内積が4で割れるもの(doubly even self-dual code)のWeight 
enumeratorが，長さ8のHamming符号と長さ24のGolay符号のWeight enumeratorによって生成される多
項式環の元であることを示している。Weight enumerator自体は，最小距離やMass Formulaなどを含む非常
に重要な研究対象であり，符号をn次元空間上の格子点(lattice)と関係付けた場合，自己双対符号はunimodular 
latticeと，Weight enumeratorは theta seriesと，Gleasonの定理はHeckeの定理などと関係付けられ，これ
らの対応に関してもNebe[12]にあるように多くの研究がなされている。 
上記のように，符号理論における整数の剰余環 Zm 上の線形自己双対符号の重要性と発展性を踏まえ，本論文
においてはmが素数べきp s (s＞0)の場合の線形自己双対符号を研究の対象とし，その構成法とMass Formula
を与えることを目的とした。因みに素数べきにおける結果は，中国剰余定理(Chinese Remainder Theorem)によ
って，一般のmに対する結果へと拡張可能である。 
以下に本論文の構成と内容を示す。 
第1章 概略と記号 
誤り訂正符号についての概略と必要な記号の導入。 
第2章 有限整数環Zps上における符号 
2元符号(F2上の符号)を含む既存の符号と既知の定理などについての解説。 
第3章 線形自己双対符号に対する条件 
有限環上の線形符号が自己双対となるための条件を一般的な場合に求め(命題3.1)，また実際に構成するために
必要な基本的な補題を与えた(補題3.2)。 
第4章 Zp上における符号の個数 
前章において示した条件は，べき指数(s)の小さい値における符号と，より大きい値における符号との関係を示
すものであった。線形自己双対符号全体の個数を表すMass Formulaを求めるためには，要素の数が素数p個の
素体Zp(=Fp)上のある種の符号(Self-Orthogonal Code)に対するMass Formulaが必要で，それらは，pが奇素数
の場合にはPless[14][15]により，p =2の場合にはdoubly evenなもののMass FormulaがGaborit[7]によって
与えられている。23や24に対するMass Formulaを計算する場合，Gaboritの式を拡張した式が必要となり，本
章ではそのための式を与えている(定理4.4)。 
第5章 Zp上の符号からZp3上の符号の構成 
第1節において，Zp上の符号からZp3上の線形自己双対符号を構成するために，第3章で与えた式をより詳細
なものに書き換えた(命題 5.1)。第 2 節では，p が奇素数の場合に行列表示された条件式を満たすようなZp3上の
符号の構成方法と，それによって構成される符号の個数を示した(命題5.2)。第3節では，p =2の場合を扱うが，
対角成分に特殊条件が現れ，構成できる場合とできない場合，および構成される符号の個数に違いが生ずる。判
定条件は出発点となる Zp上の符号がベクトル１=(1,…,1)を含むかどうかと，符号長 n が 8 で割り切れるかどう
かによっており，これらの要素によって決まる値によって，符号の個数を示した(命題5.3)。第4章の結果と本章
の結果を統合することによってZp3上の線形自己双対符号に対するMass Formulaを得ることができた(定理5.4)。 
第6章 Zps-2上の符号からZps上の符号の構成(s≧4の場合) 
Zps上の全ての線形自己双対符号は Zps-2上の線形自己双対符号から求まるが，ここではべき指数 s が 4 より大
きい場合にその一般的な構成方法と構成される符号の個数を与えた。第1節において一般式を求め，第2節にお
いて奇素数pに対する考察を行っている。この場合は対角条件がないので，sの遇奇性とZp上の符号の部分空間
への分割によって，Zp上の符号から順次積み上げることができ，Mass Formulaが求まった(定理6.3)。p =2の
場合は，Z2s-2における対角成分の仮定をつければ構成可能であり，そのときの個数を示した(命題6.4)。 
第7章 Z24上の符号に対するMass Formula 
p =2，s=4の場合であり，第6章における手法を用いてZ22(=Z4)の対角条件を満たす線形自己双対符号から構
成していけば良いが，Mass Formulaを求めるには基礎となる符号のMass Formula が必要である。Gaborit[7]
はZ4上で各符号語自身の内積が8で割れる(doubly even)ような線形自己双対符号，いわゆる typeII 符号，に対
するMass Formulaを与えている。第6章の手法は，符号の生成行列表現を固定していくつかのブロックに分割
し，その一部分の生成ベクトルに対してのみdoubly even性を仮定している。ここでは，そのような表現を持つ
符号をZ2(=F2)上の符号から構成して個数を数えている。その基本となる手法はZ23上の符号を構成する場合と類
似しており，第5章と第6章の主要なアイデアを併せて用いることによってMass Formulaを得ることに成功し
た(定理7.2)。 
第8章 いくつかの符号の構成例 
第9章 結論 
 本論文においては，素数べきによる整数の剰余環 Zps 上の線形自己双対符号の構成法と，いくつかの Mass 
Formula を与えることができた。構成法は，基本的には素体 Zp(=Fp)における行列演算と線形 1 次方程式を解く
ことに帰着される。p =2の場合は，生成行列の対角成分に対する判定条件と線形1次方程式が若干複雑になるが
一つ一つの計算自体は単純であり，第8章の例のようにnが小さい場合には手計算も十分可能である。剰余環上
の符号に対して“良い”距離付けができれば，最小距離を念頭に置いて有用な線形自己双対符号を構成する可能
性がある。実際には，Piret [13]のような一部の距離付けによる結果が知られているだけであるが，Hammons et 
al. [8]が用いたようなGray mapを拡張した写像が定義できるような場合は，Hamming distanceの引き戻しに
よって拡張Lee distanceが定義可能である。本論文では言及していないが，Gray mapの単純な拡張は第5章で
扱ったZ8よりも第7章のZ16において可能で，そのとき拡張Gray mapとしてZ16から(Fp)4への非線形写像と，
拡張Lee distanceが定義される。この距離に対し最小距離の大きな線形自己双対符号を見つけることができれば，
それに対応する非線形 2 元符号も同じく大きな最小距離を持つので，“良い”非線形符号の発見に資することに
なる。もちろん，それが既存の非線形2元符号になる可能性もあり，その場合はいくつかの非線形2元符号のカ
テゴリ化につながる。 
 Mass Formulaに関する結果として，Gaboritの示した F2上，およびZ4のtype II符号に対するMass Formula
と，奇素数pに対するPlessが示したFp上の結果，およびBalmaceda et al. によるZp2の結果を，第5章にお
いてZp3 (pは任意の素数)に，第6章においてZps (pは奇素数，s≧4)に，第７章においてZ24に拡張した。すなわ
ち，奇素数pに対してはすべてのべき乗で，p =2の場合はべき指数が4以下でMass Formulaが与えられたこ
とになる。符号を実際に用いる場合は，距離を入れる必要があり，その距離に対して Weight enumerator を求
めることが重要な問題となる。一方Mass Formula自体は距離に関係なく定義されるが，その延長として符号全
体の同値類による分類に資するものであり，同値類を分類しておくことは，距離付けが行なわれたときにも有益
となる。また，本論文で示された結果は構成的で，距離等の条件が与えられた場合に，それらを満たすような符
号をいくつかの自由度を持ちながら作っていくことが可能であり，その点で実用的な発展が十分期待できると考
えられる。 
 今後の課題として，最初に考えられることはZ2s上のMass Formulaを s≧5の場合に与えることであり，それ
により整数の剰余環上のMass Formulaは完成する。また，距離付けと最小距離に対する考察を行い，有用な符
号や符号の類を発見することも，本研究の工学的延長線上にある研究課題として重要である。前述のように Z24
上では，拡張Gray mapによる距離付けが可能であり，最小距離に注意しながら実際の構成を行なっていけば良
い。より体系的な研究課題としてWeight enumeratorとGleasonの定理があり，自己双対符号研究の中心的な
テーマ([12]参照)であるので，その方面の研究も必要であろう。 
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